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МОДЕЛЮВАННЯ ПАРАМЕТРИЧНОГО ЗБУДЖЕННЯ 
ПЛАЗМОВИХ КОЛИВАНЬ В n-InSb 

 
Розглянуто параметричну нестійкість електронної плазми в n-InSb в полі сильної елект-

ромагнітної хвилі кругової поляризації. Встановлено наявність нестійкості поздовжніх та 
поперечних коливань плазми. Визначено причини та умови виникнення такого характеру коли-
вань і зв'язок між частотою накачки та плазмовою частотою. Проведені чисельні оцінки по-
казують, що розглянуті нестійкості можуть бути реалізовані як у надвисоких частотах, так 
і в оптичному діапазоні. 
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Постановка проблеми. Фізичним яви-

щем, що лежить в основі всіх принципів гене-
рації та посилення акустичних і електромаг-
нітних хвиль будь-якого частотного діапазону, 
є явище нестійкості. За своїм характером всі 
види нестійкості можна поділити на два типи: 
абсолютні й конвективні. Причому абсолютно 
нестійка система може бути генератором, а 
конвективно нестійка система – підсилювачем 
[1–3]. Тому вивчення умов, при яких розгляну-
та система є нестійкою і визначення характеру 
цієї нестійкості є вихідним пунктом дослі-
джень генерації та посилення (а також каналі-
зації та перетворення) хвиль будь-якого типу. 
Протягом тривалого часу спостерігається стій-
кий науковий інтерес до такого роду дослі-
джень [4–8].  

Аналіз останніх джерел досліджень і 
публікацій. Останніми роками параметричні 
нестійкості в плазмі твердого тіла є об'єктом 
інтенсивних теоретичних досліджень. В [3] 
вивчалося параметричне збудження поздовж-
ніх і поперечних коливань плазми n-InSb од-
норідним високочастотним електричним по-
лем. Параметричне збудження коливань плаз-
ми відбувалося завдяки залежності ефектив-
ної маси електрона у високочастотному полі 
від часу, що обумовлена нестандартністю 
закону дисперсії енергії ( )pε . Попередні оцін-
ки, проведені нами, показують, що при вико-

ристанні потужних джерел електромагнітного 
випромінювання оптичного і надвисокого 
(НВЧ) діапазонів частот ці ефекти можуть 
спостерігатися експериментально [1]. 

Метою роботи є дослідження, за допо-
могою математичного моделювання парамет-
ричного збудження плазмових коливань в n-
InSb, наявності, причин, умов та характеру 
нестійкості коливань плазми в цьому матеріалі 
в полі сильної електромагнітної хвилі кругової 
поляризації.  

Виклад основного матеріалу. В роботі 
розглянуто параметричну нестійкість електро-
нної плазми n-InSb в полі поперечної електро-
магнітної хвилі кругової поляризації. Як відо-
мо, в полі такої хвилі ефективна маса електро-
на не змінюється з часом, тому механізм па-
раметричної нестійкості в цьому випадку не 
реалізується. 

Запишемо рівняння Максвелла та гідро-
динамічного рівняння руху для електронів: 
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де 0n  – густина електронів у стані спокою, 

mν  – їх теплова швидкість, ν  – частота зітк-
нень з передачею імпульсу.  

Рівняння (2) справедливе для Кейнівсь-
кого закону дисперсії енергії електронів 
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Неважко переконатися, що при 0=ν  

поперечна електромагнітна хвиля кругової 
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Ee , є частинним 

точним розв'язком системи (1), (2), причому 
частота 0ω , стала поширення 0k  і амплітуда 
хвилі 0E  зв'язані між собою таким співвід-
ношенням: 
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Далі будемо вважати виконаними умови 
ν>>ωωω p,, 0 , тому частоту зіткнень ν враху-

ємо адитивним чином як декремент затухання 
коливань , що розглядаються. 

Хвилю, яка описується рівнянням (3), 
оберемо як вихідну хвилю накачки. Розгляне-
мо тепер малі коливання [4] плазми на фоні 
хвилі (3) – амплітуди полів представимо у 
вигляді '

iii fff += 0 , де if0  визначається 

формулами (3), а '
if « if0 . Лінеаризуючи сис-

тему (1), (2) відносно змінних '
if , отримаємо 

таку систему рівнянь: 
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~ .  

Обмежимося поширенням хвилі вздовж 
осі z.  

У системі (5) перейдемо до величин 
'
y

'
x iEEE ±=± , '

y
'
x iHHH ±=± , 

'
y

'
x iν±ν=ω± . Якщо вважати, що величини 

±E , ±H , ±ω  змінюються за законом 

±E , ±H , ±ω ~ ( ) ( )[ ]zkktie ⋅±−⋅ω±ω⋅ 00 ,       (6) 
а 

''
z

'
z n,,E ν ~ ( )kztie −ω⋅ ,                       (7) 

то система з періодичними коефіцієнтами (5) 
перейде в алгебраїчну однорідну систему рів-
нянь, що описана в роботі [2], детермінант 
якої, прирівняний до нуля, дає точне диспер-
сійне рівняння для малих коливань. У кінце-
вому вигляді дисперсійне рівняння має  
вигляд: 
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де введено такі безрозмірні величини 
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 σ  і τ пов'язані між собою співвідношенням 

122 =τ−σ . 
Проаналізуємо дисперсійне рівняння 

(8), вважаючи 0β  малим параметром. При 
цьому можна використовувати метод слабко-
зв'язаних хвиль. 

При 00 =β  з (8) отримуємо розв'язки
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21 1 yx T, ⋅β+±= ,  ( )243 1 τ−+±σ= yx , ,  ( )265 1 tyx , ++σ−= m .   (9) 
 

Рішення 22
21 1 yx T, ⋅β+±=  відповіда-

ють потенціальним коливанням плазми 
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p E,E, , а 63−x  – 

поперечним електромагнітним хвилям 
( )00 =≠ zy,x E,E . 

При 10 <<β  (слабкий зв'язок між хви-
лями) слід очікувати нестійкість в області  

синхронізму хвиль. Із (9) видно, що синхро-
нізм можливий між електромагнітними хви-
лями 4x  і 5x  (точка синхронізму знаходиться 
на початку координат 00101 == yx , див. об-
ласть I на рис. 1), а також кожною з цих хвиль 
з поздовжніми плазмовими хвилями (при 

2>σ ). Дисперсійне рівняння в околі синхро-
нізму хвиль 4x  і 5x  отримуємо, поклавши у 
(8) х << 1, y<< 1.  

 

 
Рис. 1. Вигляд дисперсійних кривих при 10 <<β : 

суцільними лініями – ( )yx' , штрихованими – ( )yx '' . 
I, II – конвективна нестійкість, III – абсолютна нестійкість, IV, V – зняття виродження хвиль 
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Тоді (8) зводиться до квадратного рів-
няння відносно x та y 
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звідки знаходимо дійсну та уявну частини 
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Згідно з (6), (7) рішення (10) відповідає 
поздовжнім коливанням плазми з частотою 
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У випадку 0=τ  (накачка у вигляді од-
норідного високочастотного електричного 
поля кругової поляризації) нестійкість по-
здовжніх хвиль є аперіодичною. 

Реально нестійкість (10) буде мати міс-
це, якщо її інкремент – ''ω , обумовлений хви-
лею накачки, буде перебільшувати декремент 
затухання, приблизно рівний ν. 

Прирівнюючи – ''ω  до частоти зіткнень 
ν, отримуємо порогове значення напруженості 
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Для InSb із 12104 ⋅=ωp с–1, 1110=ν  с–1, 
12

0 10=ω с–1, 0ε ~ 16 , 
p

ck
ω ~0,4 отримуємо  

Е0k ~ 6·102 В/см, а дійсно це доступно в НВЧ 
діапазоні.  

Як випливає з (10), при переході до стан-
дартного закону дисперсії ( ∞→νε ng , ) не-

стійкість, яка розглядається, зникає, 0→''x . 

При 
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4x  і 5x  із плазмовими хвилями(див. рисунок, 
області II, III). Для прикладу розглянемо син-
хронізм хвилі 4x  із поздовжньою плазмовою 
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при цьому вважається 122 <<σβT .  
Дисперсійне рівняння (8) в околі точок 

синхронізму (12) може бути представлене у 
вигляді 
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де коефіцієнт зв'язку ( )0yQ  знаходиться в 
точці синхронізму. 

Із (13) випливає, що максимальне зна-
чення ''

maxx−  в областях II та III визначається 
формулою 

122
00''

max −
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⋅
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ββ yx n .             (14) 

Оскільки II0III0 yy > , нестійкість в облас-
ті III характеризується більшими інкрементами 
порівняно з областю II. 

На рис. 1 наведено типовий вигляд дис-
персійних кривих при 2>σ , який визначає 
характер виникнення нестійкостей. Застосу-
вання критеріїв абсолютної та конвективної 
нестійкостей для параметрично зв'язаних 
хвиль показує, що в областях I і II (синхро-
нізм двох однаково напрямлених хвиль) не-
стійкість має конвективний характер, а в об-
ласті III (синхронізм зустрічної та попутної 
хвиль) нестійкість має абсолютний характер. 

Оскільки cm/Een ⋅ω⋅⋅≅β⋅β 000 , кое-
фіцієнт зв'язку ( )0yQ  майже не залежить  
від nν , тобто для нестійкостей в областях II і  
III нестандартність закону дисперсії ( )pε   
несуттєва. 

Прийнявши в рівнянні (14) 
σ2III00 ≅= yy  і вважаючи 1>>σ , отримуємо 

значення для ''
maxω−  у вигляді  
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Звідси випливає, що порогове значення 
напруженості поля kE0  дорівнює 

0
0

0
2

εω
ω⋅⋅ν=

p
k e

cmE .         (16) 

Покладаючи в (16) 12108 ⋅=ωp  с–1, 
1110~ν  с–1,  14102 ⋅ω ~0 с–1, отримуємо  

Е0k ~ 6·104 В/см, що менше критичного зна-
чення поля для InSb і може бути досягнуто з 
використанням потужних лазерів на 2CO . 

Висновки. Дослідженнями встановлено 
наявність нестійкості поперечних і поздовж-
ніх коливань плазми в n-InSb у полі сильної 
електромагнітної хвилі кругової поляризації. 

Отримано критерії їх виникнення,  
а саме: 

– при 
0

0
2

ε
ω

<ω p  ( 0ω  – частота хви-

лі накачки, pω  – плазменна частота) має міс-
це нестійкість поздовжніх коливань плазми з 
частотою 0ω<<ω  і поперечних – з частотою, 
яка близька до 0ω . Ця нестійкість обумовлена 
нестандартністю закону дисперсії ( )pε ; 

– при 
0

0
2

ε
ω

>ω p  з'являються ще дві 

області нестійкості поздовжніх коливань плаз-

ми з частотою близько 
0ε

ωp  і поперечних 

– з частотами 
0

0 ε
ω

±ω p . Для цих нестій-

костей нестандартність закону дисперсії ( )pε  
несуттєва. 

Показано, що для InSb порогове зна-
чення напруженості поля хвилі накачки, при 
якому реалізуються зазначені нестійкості, 
становить Е0k ~ 6·102 В/см.  
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MODELING OF PARAMETRIC EXCITATION  

OF PLASMA OSCILLATIONS IN n-InSb 
 

The phenomenon of instability is physical phenomenon, lying in the basis of all principles of 
generation and amplification of acoustic and electromagnetic waves of any frequency range. By their 
nature, all types of instability can be divided into two types: absolute and convective ones. Thus abso-
lutely unstable system can be a generator, and convective unstable system – an amplifier.  

Therefore, the study of conditions under which the examined system is unstable, and the deter-
mination of the nature of this instability is the starting point for researches of generation and amplifi-
cation (as well as channeling and transformation) of any type of waves. 

In this paper parametric instability of n-InSb electron plasma in the field of transverse electro-
magnetic wave of circular polarization is considered. 

The instability of longitudinal plasma oscillations with a frequency ω « ω0  and transverse ones 
with a frequency near 0ω  is determined. The criteria of their origin are determined. A threshold value 
of the intensity of pump wave field  Е0k ~ 6·102 V / cm is obtained, which is quite available for a pilot 
implementation in microwave range. 

Keywords: modeling, plasma, parametric instability. 
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