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АПРОКСИМАЦІЯ РОЗПОДІЛУ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ ДАНИХ 

 МОДЕЛЯМИ БЛИЗЬКИХ ДО ГАУССІВСЬКИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН 
 

В роботі отримано аналітичні вирази апроксимуючих функцій, отриманих на основі мо-
делей з перфорованим кумулянтним описом. Побудовано щільності розподілу різних моделей 
близьких до гауссівських випадкових величин, проведено порівняння з емпіричною щільністю 
розподілу і знайдено значення похибок апроксимації для кожного класу моделі. Показано, що 
моделі на основі перфорованого кумулянтного опису є ефективним інструментом для апрок-
симації реальних статистичних даних різної природи.  

Ключові слова: апроксимація, ряд Еджворта, кумулянтні коефіцієнти, близькі до гаус-
сівських випадкові величини, перфорація кумулянтного опису.   

 
Вступ. При обробці статистичних даних 

часто зручно використовувати гауссівську 
модель випадкового процесу [1, 2]. Проте таке 
припущення інколи може приводити до помі-
тного погіршення результатів опрацювання 
випадкового процесу, оскільки підібрана мо-
дель не є оптимальною. Використання стан-
дартних негауссівських законів розподілу 
також не завжди повно і адекватно описують 
реальний процес або ж натикається на мате-
матичні труднощі подальшого опрацювання. 
Як компромісний варіант в роботі [3] вво-
дяться так звані близькі до гауссівських випа-
дкові величини (БГВВ), які описуються пев-
ним набором кумулянтних коефіцієнтів до 6-
го порядку. Очевидно, що обмеження числа 
кумулянтів накладає обмеження на закон роз-
поділу, тому для розв’язку практичних задач 
необхідно підібрати певний клас моделі БГВВ 
[4]. Існують різні підходи для знаходження 
аналітичного представлення щільності розпо-
ділу, серед яких розрізняють топографічні та 
апроксимативні [5]. Топографічні методи за-
сновані на використанні розподілів Пірсона 
або Джонсона і враховують лише перші 4 
кумулянти, що накладає обмеження на пред-
ставлення деяких класів БГВВ. Для апрокси-
мації  щільності розподілу використовуються 
комбінації простих і достатньо добре дослі-
джених функцій. Поширення набули полігау-
сівські суміші розподілів [6], які дозволяють 

ефективно описувати довільні розподіли, про-
те можуть виникати складнощі, пов’язані з 
отриманням оцінок параметрів суміші і аналі-
зом їх властивостей [5]. Щільність апрокси-
муючого розподілу може бути задана у вигля-
ді усіченого ряду Еджворта [4, 7], вагові кое-
фіцієнти якого залежать від заданого набору 
кумулянтних коефіцієнтів у відповідності з 
вибраним класом БГВВ.  

Постановка задачі. Для дослідження 
можливості використання моделей з перфоро-
ваним кумулянтним описом для апроксимації 
закону розподілу використовуються статисти-
чні дані різної природи, закон розподілу яких 
відрізняється від нормального. Для знахо-
дження апроксимуючої функції і визначення 
оптимального класу БГВВ розглянуто два 
масиви вибіркових значень: 
• середня тривалість життя (років) в країнах 
світу, згідно даних ООН з 1980 року по наш 
час [8];  

• показники контролю якості на кондитерсь-
кому виробництві (індекс жирності) [9]. 

Для знаходження похибки апроксимації 
щільності розподілу випадкової послідовності 
моделями БГВВ необхідно отримати дві ап-
роксимації функції щільності ймовірності:  
• графічну на основі  гістограми, з врахуван-
ням реальних вибіркових даних; 

• у вигляді аналітичної функції (усіченого 
ряду Еджворта) з певним (обмеженим) на-
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бором кумулянтних коефіцієнтів відповідно 
до заданого класу БГВВ. 
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де )x(pn  – щільність ймовірності нормально-

го розподілу; )x(p )k(
n  – похідні k-го порядку 

нормального розподілу; kβ  – квазімоменти 
розподілу )x(pθ , які пов'язані з кумулянтами 

kκ  співвідношеннями [7] 

33 κ=β ,     44 κ=β ,     55 κ=β , 
2
366 10κ+κ=β ,     4377 35 κκ+κ=β ,   (2) 

2
45388 3556 κ+κκ+κ=β , 

У виразі (2) відмінними від нуля будуть 
лише інформативні кумулянти, які відповіда-
ють заданому класу БГВВ. 

Похибка апроксимації щільності розпо-
ділу моделями БГВВ може бути представлена 
як квадратичне відхилення центрованих нор-
мованих щільності ймовірностей [4, 5] виду: 

∫
∞

∞−
θθ −=ε dx)]x(p)x(p[ 2 .          (3) 

Якість підбору відповідного класу мо-
делі БГВВ визначається найменшою розбіж-
ністю між значеннями точності (3) апрокси-
мації щільності реальної випадкової послідо-
вності )x(p  різними моделями )x(pθ , в тому 
числі і гауссівською. Для уніфікації і зручнос-
ті порівняння точності апроксимації різними 
моделями БГВВ їх порівнюють не між собою, 
а з точністю апроксимації вихідного розподі-
лу гауссівською моделлю з щільністю розпо-
ділу )x(pn  

∫
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В цьому випадку, величина: 

na / εε=ε θ                     (5) 
характеризує наскільки ефективно (при 

0→aε ) перфорована модель описує вихідний 
розподіл в порівнянні з гауссівською моделлю. 

Метою роботи є підбір оптимальних 
моделей БГВВ для апроксимації експеримен-
тальних даних різної природи і знаходження 
кількісних показників якості апроксимації.  

Результати. Розглянемо результати ап-
роксимації вибіркових даних тривалості жит-
тя у світі. Використовуючи статистичні дані 

[8] побудуємо гістограму розподілу вибірко-
вих значень, а наступним кроком отримаємо 
емпіричну щільність розподілу шляхом апро-
ксимації гістограми (рис. 1). 

 
Рис. 1. Графічне представлення емпіричної 
щільності  розподілу тривалості життя 

 
Опишемо вихідну щільність гаусівсь-

кою моделлю. Для цього необхідно отримати 
значення математичного сподівання та серед-
ньоквадратичне відхилення вибіркових зна-
чень 
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Використовуючи розраховані дані 
отримаємо нормальну щільність розподілу 
для вихідної щільності (рис. 2).  

 
Рис. 2. Гауссівська щільність  
розподілу на фоні вихідної 

 
З рис. 2 очевидно, що гауссівська мо-

дель вкрай незадовільно апроксимує дослі-
джувані статистичні дані. 

Перейдемо безпосередньо до апрокси-
мації щільності розподілу моделями БГВВ. 
Для початку розглянемо представлення роз-
поділу статистичних даних моделлю асимет-
ричної випадкової величини при s=2. Застосу-
вавши усічений ряд Еджворта, модель перфо-
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рованої випадкової величини матиме щіль-
ність розподілу: 
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В позначені щільності розподілу вико-
ристовується подвійний індекс, перший вка-
зує на клас перфорованої випадкової величи-
ни, а другий вказує на степінь поліному.  

Для розрахунку кумулянтних коефіціє-
нтів застосуємо наступну формулу: 
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Не дивлячись на те, що розраховане 
значення 4κ  істотно відрізняється від нуля, в 
аналітичному представленні щільності розпо-
ділу цим значенням нехтують у відповідності 
з вимогами опису вибраної моделі. Після під-
становки значень отримаємо щільність розпо-
ділу, зображену на рис. 3. 

 
Рис. 3. Щільність розподілу асиметричної 

 моделі при s=2 на фоні вихідної 
 

Далі, для побудови апроксимаційної 
моделі щільності розподілу емпіричних даних 
застосуємо клас ексцесної випадкової величи-
ни при s=2, щільність розподілу якої можна 
представити у вигляді 
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Щільність розподілу ексцесної випад-
кової величини при s=2 виду (7), якою апрок-
симуються емпіричні дані, представлена на 
рис. 4. Розглянемо випадок, коли вхідна пос-
лідовність апроксимується асиметрично-
ексцесною моделлю при s=2 (рис. 5) з щільні-
стю розподілу 
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Рис. 4. Щільність розподілу ексцесної моделі 

при s=2 на фоні вихідної 
 

Візуально жоден з розглянутих класів 
перфорованих величин, не підходить для які-
сної апроксимації вибіркових даних.  

 
Рис. 5. Щільність розподілу асиметрично-
ексцесної моделі при s=2 на фоні вихідної 

 
Наступним застосуємо клас асиметрич-

них випадкових величин при s=3 для побудо-
ви апроксимаційної моделі щільності розподі-
лу: 
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Порівняно з виразом виду (6) в даному 
виразі з’явився додатковий доданок, який 
уточнює модель. Графічне представлення 
щільності розподілу експериментальних да-
них і асиметричної випадкової величини при 
s=3 наведене на рис. 6. 

 
Рис. 6. Щільність розподілу асиметричної 

 моделі при s=3 на фоні вихідної 
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Застосування класу ексцесних випадко-
вих величин при s=3 для апроксимації щіль-
ності розподілу нічим не відрізняється від 
випадку s=2 і описується функцією (7), яка 
представлена на рис.4. 

Перейдемо до побудови моделі в класі 
асиметрично-ексцесної випадкової величини 
при s=3 
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Графік апроксимації щільності розподі-
лу експериментальних даних асиметрично-
ексцесною випадковою величиною має ви-
гляд, представлений на рис. 7. 

 
Рис. 7. Щільність розподілу асиметрично-
ексцесної моделі при s=3 на фоні вихідної 

 
Наступні апроксимації щільності роз-

поділу будуть додатково містити кумулянт 
п’ятого порядку. Отже, модель асиметричної 
випадкової величини 2-го типу при s=3 опи-
сується щільністю розподілу 
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Графік щільності розподілу (11) пред-
ставлений на рис. 8. 

 
Рис. 8. Щільність розподілу асиметричної 
 моделі 2-го типу при s=3 на фоні вихідної 

Щільність розподілу асиметрично-
ексцесної випадкової  величини 3-го типу при 
s=3 представлена на рис. 9 і описується функ-
цією 
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Рис. 9. Щільність розподілу асиметрично-

ексцесної 3-го типу моделі  
при s=3 на фоні вихідної 

 
При апроксимації експериментальних 

даних моделями БГВВ при s=4 функції розпо-
ділу, отримані на основі усічених рядів Едж-
ворта, мають ділянки, на яких набувають 
від’ємних значень, тому не можуть розгляда-
тися як функції щільності ймовірності. 

Отже для досліджуваної задачі, з аналі-
зу графіків можна зробити висновок, що для 
опису щільності розподілу вибіркових даних 
тривалості життя у світі моделями БГВВ з 
різною глибиною перфорації, найкращі ре-
зультати апроксимації досягаються при вико-
ристанні асиметричної моделі 2-го типу при 
s=3, представленої функцією (11) на рис. 8, 
втім для неупередженого прийняття моделі 
необхідно розрахувати числові характеристи-
ки відхилення модельованої щільності від 
реальної за виразом (3). Маємо, при s=2 
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Числові дані про похибки апроксимації 
різними моделями БГВВ підтверджують пра-
вильність візуального сприйняття про най-
кращий варіант підбору перфорованої моделі, 
а саме моделі, заданої в класі асиметричної 
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моделі 2-го типу з набором кумулянтних кое-
фіцієнтів 3γ , 5γ . 

Розрахуємо, як перфоровані моделі 
описують вихідний розподіл в порівнянні з 
гауссівською моделлю у відсотках: 
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Загалом при s=3 точність апроксимації 
щільності розподілу різними моделями з пер-
форованим кумулянтним описом зростає по-
рівняно з випадком s =2 за рахунок додатково 
врахування впливу відповідних інформатив-
них кумулянтів. Слід також враховувати, що 
при збільшенні степені s перфорована модель 
може призводити до значних спотворень 
щільності розподілу і як наслідок не може 
бути використана. 

Очевидно що перфорована модель не 
завжди гарно описує вихідний розподіл, проте 
можна підібрати оптимальний клас моделей 

БГВВ, які забезпечують найменшу похибку 
апроксимації щільності розподілу.  

Для зручності сприйняття оцінки зна-
чень похибки і порівняння їх між собою по-
будуємо табл. 1, дані якої характеризують 
точність апроксимуючих моделей. 

Розглянемо результати апроксимації 
вибіркових даних якості на кондитерському 
виробництві [9]. По аналогії з розв’язком по-
передньої задачі побудуємо гістограму розпо-
ділу вибіркових значень і апроксимуємо її 
засобами Wolfram Mathematica для отримання 
емпіричної щільності розподілу (рис. 10). 

 
Рис. 10. Графічне представлення емпіричної 
щільності розподілу якості індексу жирності 

 
Апроксимуємо вихідні дані гауссівсь-

кою моделлю. 

Таблиця 1 
Похибки апроксимації статистичних даних моделями БГВВ 

 

Статистичні дані про середню тривалість життя (років) в країнах світу 
 точність апроксимуючих моделей 

Гауссівська апроксимація 14,743·10-3 
Степінь поліному s=2 s=3 
Моделі перфорованих випадкових величин θε  ( )γεa  ,% θε  ( )γεa  ,% 

Асиметрична 1 типу { 3γ } 9,837·10-3 33 8,826·10-3 40 
Ексцесна 1 типу { 4γ } 12,243·10-3 17 12,243·10-3 17 
Асиметрично-ексцесна 2 типу { 3γ , 4γ } 11,632·10-3 21 7,947·10-3 46 
Асиметрична 2 типу { 3γ , 5γ } 

 
5,165·10-3 65 

Асиметрично-ексцесна 3типу { 3γ , 4γ , 5γ } 6,563·10-3 56 
Статистичні дані про показники контролю якості на кондитерському виробництві  

 точність апроксимуючих моделей 
Гауссівська апроксимація 3,224·10-3  
Степінь поліному s=2 

 

Моделі перфорованих випадкових величин θε  ( )γεa  ,% 

Асиметрична 1 типу { 3γ } 2,963·10-3 8 
Ексцесна 1 типу { 4γ } 0,356·10-3 89 
Асиметрично-ексцесна 2 типу { 3γ , 4γ } 0,237·10-3 93 
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Для цього розраховуємо значення мате-
матичного сподівання та середньоквадратич-
не відхилення вибіркових даних: 

738,7x
n
1 n

1i
i ==µ ∑

=

, 

( ) 96,0x
1n

1 n

1i

2
i =µ−

−
=σ ∑

=

. 

Використовуючи розраховані значення, 
будуємо апроксимуючу гауссівську щільність 
розподілу (рис. 11). 

 
Рис. 11. Гауссівська щільність розподілу  

на фоні вихідної 
 

Перейдемо до апроксимації статистич-
них даних про показник контролю якості мо-
делями перфорованих випадкових величин. 
Використаємо модель асиметричної випадко-
вої величини при s=2. Спочатку розраховуємо 
кумулянтні коефіцієнти: 

( ) 302,0x
1n

1 n

1i

3
i3 =µ−

−
=κ ∑

=

, 

( ) 017,2x
1n

1 n

1i

4
i4 =µ−

−
=κ ∑

=

. 

Використовуючи ряд Еджворта для пе-
реходу від кумулянтного опису до опису у 
вигляді щільності розподілу, отримаємо фун-
кцію виду (6), графік якої наведено на рис. 12. 

 
Рис. 12. Щільність розподілу асиметричної  

моделі при s=2 на фоні вихідної 

Наступним застосуємо клас ексцесних 
випадкових величин для апроксимації щіль-
ності розподілу, який описується щільністю 
розподілу виду (7) з кумулянтом 4-го порядку, 
розрахованим для досліджуваної вибірки  
(рис. 13).  

 
Рис. 13. Щільність розподілу ексцесної моделі 

при s=2 на фоні вихідної 
 

Далі розглянемо апроксимацію асимет-
рично-ексцесною моделлю при s=2, що опи-
сується виразом (8), а графік щільності розпо-
ділу представлений на рис. 14. 

 
Рис. 14. Щільність розподілу асиметрично-
ексцесної моделі при s=2 на фоні вихідної 

 
Для кількісної оцінки неузгодженості 

реального і апроксимуючого розподілів  знай-
демо числові характеристики відхилення за 
виразом (3) і зведемо в табл. 1. Також для 
полегшення інтерпретації результатів в таб-
лиці наведені дані порівняння якості апрок-
симації моделями БГВВ порівняно з гауссів-
ською моделлю, розраховані по формулі (13). 

З графіків, зображених на рис. 12-14, і з 
даних, наведених у табл. 1, видно, що для 
статистичних даних показника контролю яко-
сті на кондитерському виробництві оптима-
льною є апроксимація моделлю асиметрично-
ексцесної величини при s=2. Також непогані 
результати отримані для ексцесної моделі при 
s=2. Оскільки ексцесна модель має меншу 
кількість параметрів ніж  асиметрично-
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ексцесна, а результати апроксимації дуже 
близькі між собою, то для спрощення пода-
льшої обробки статистичних даних можна 
використовувати більш просту модель. 

Висновки. При використанні різних 
моделей перфорованих випадкових величин 
для апроксимації статистичних даних необ-
хідно враховувати емпіричні значення куму-
лянтів. Врахування великої кількості кумуля-
нтів, як правило, уточнює модель і покращує 
точність апроксимації, проте одночасно з цим 
приводить до її ускладнення. При збільшенні 
глибини перфорації моделі (штучному зану-
ленні кумулянтів вищих порядків до 2s-го 
порядку) апроксимаційна функція може 
приймати від’ємні значення і не задовольняє 
вимогам до щільності ймовірності і як наслі-
док не може застосовуватися.  

При виборі апроксимаційної моделі до-
цільно керуватися трьома факторами: 
• близькістю графічного представлення апро-
ксимаційної функції до емпіричної щільнос-
ті розподілу; 

• найменшою похибко апроксимації θε  або 
найбільшим виграшем порівняно з гауссів-
ською апроксимацією ( )γεa ;    

• при майже однакових результатах точності 
рекомендується використовувати більш 
просту модель з меншою кількістю параме-
трів. 
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APPROXIMATION OF EXPERIMENTAL DATA DISTRIBUTION BY CLOSE TO 
GAUSSIAN RANDOM VARIABLE MODELS 

 
In the paper analytic expressions of approximating functions on the basis of models with perfo-

rated cumulant description are obtained. 
Densities of the distribution of various models, close to the Gaussian random variables, are 

built, the comparison with empirical distribution density is made and the value of approximation er-
rors for each model class is found. It is shown that the models based on perforated cumulant descrip-
tion are an effective tool for approximating real statistical data of different nature. 

Keywords: approximation, number of Edgeworth, cumulant coefficients, close to the Gaussian 
random variables, perforation of cumulant description. 
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