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ЛІНІЙНІ СТАТИЧНІ СИСТЕМИ 
 

Розглядається підхід до створення свого роду мови спілкування дослідника технічних сис-
тем з ЕОМ з наступним використанням т.зв. стандартизованого математичного (матричного) 
опису взаємозв’язків, який дозволяє формувати моделі лінійних статичних систем. При цьому 
використовується апарат теорії графів потоків сигналів. 
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Вступ. Витоки задачі та структурного пі-

дходу. Зробимо деякий історичний екскурс з 
позицій системного аналізу до розгляду класич-
ної технологічної послідовності наукового дос-
лідження [1,2]: 

<синтез>→<аналіз>→<прийняття рішень>. 
Система як об’єкт системного дослі-

дження. Розглянемо технологію створення та 
дослідження систем як мереж зв’язаних елеме-
нтів, де мережа зв’язків визначається як стру-
ктура. Як відомо, на етапі створення систем з 
використанням фундаментальних законів фізи-
ки, механіки, електротехніки, електроніки та 
інших наук використовуються результати базо-
вих винаходів та експериментальних дослі-
джень об’єктів. Наприклад, така практика існує 
при створенні т.н. об’єктів автономного функ-
ціонування– ОАФ (транспортних засобів, робо-
топодібних систем, технологічних та енергети-
чних комплексів, можливих віртуальних струк-
тур та ін.).  

Задачі побудови математичної моделі 
системи вхід-вихід як елемента. Результати 
обробки експериментальних досліджень, вико-
наних на базі різного роду аналогів та макетів, 
які характеризують відповідні реакції констру-
кції на відповідні входи і дають можливість 
побудувати математичні моделі вхід-вихід у 
вигляді різного роду функціональних залежнос-
тей типу:невідомий вихід системи є перетво-
рення її входу, тобто:  

                    х =f(y), (1) 

де х – вихід, y – вхід, f(.) – оператор перетво-
рення. Це можуть бути елементарні функції, в 
нашому випадку – лінійна залежність (напри-
клад, закон Ома – u=Ri):  

  х = c y.    
Зауваження. Для більш складних випадків 

можуть бути використані залежності типу 
поліномів (наприклад, степеневого): � =∑ ������ �� , де можливо при заміні змінних ��отримати знову лінійну залежність декіль-
кох змінних ��, тобто � = ∑ �������� , �� = ��,  
де �� , ��  – невідомі коефіцієнти (параметри), 
які знаходяться при обробці експерименталь-
них даних); у лінійному випадку ��визначається 
відповідно �� = ����. 

Системний підхід до дослідження мате-
матичної моделі статичної системи. Розгля-
немо етапи створення системи:  
<структура (будова)> → <функція (алгоритм, 
процес)> → < технологія (реалізація мети)>, 

які базуються відповідно на процесах[3]:  
<структуризації> →<алгоритмізації> → → 

<цілеорієнтації>. 
Задачі системних досліджень статичної 

системи як мережі зв’язаних елементів. Ясно, 
що основні перетворення в системі відбувають-
ся в елементах, які, будучи зв’язаними, форму-
ють різні реакції системи на її виході та визна-
чають задачі.  

* В підготовці статті до друку взяли участь: к.т.н., доцент Андрієнко В.О., магістранти: Жуковсь-
кий О.О., Чабан Ю.В. 
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Елемент як система. Почнемо розг-
ляд з опису перетворення одного елемента 
як об’єкта системного аналізу: 

a x = � �.  (2) 
Графічне зображення цього перетво-

рення (граф потоків сигналів) надає можли-
вість наглядно проаналізувати та уточнити 
схему цього  перетворення,� = ��� �: 

x = ��� � �   ,  (3) 
де x – вихід елемента,  y – його вхід,  � = ���� , a,b – коєфіцієнти перетворення 
(рис. 1). 

 
 
 
Рис. 1. Граф-схема елемента як системи 

 
Для складних статичних систем існує опис 

у вигляді системи алгебраїчних рівнянь: 
         А  Х  =  В  У,                          (4)  

де Х=(х!,х2,…, хn,), У=(у1,у2,…,уn) – вектори ви-
ходів та входів системи,  А= {���, } ,В= {���, } – 
матриці коефіцієнтів, включаючи описи перет-
ворення елементів системи та зв’язків між ни-
ми, які тут явно не виділені. 

На етапі структуризації для побудови мо-
делі системи на вибраному наборі елементів 
необхідно сформувати систему їх відношень 
(тобто задати структуру як мережі зв’язків),в 
результаті отримаємо її поелементний опис.  

Система як матричний елемент. Форма-
льно розв’язання матричного рівняння для опи-

су вихід-вхід системи можна записати з вико-
ристанням відповідно оберненої матриці :  

                                X = A-1B Y.   (5) 
Топологічні властивості елементів мат-

риці[4]. Використовуючи цівідомі властивості 
матриці відображати структуру системи, отри-
маємо відповідну залежність (5): � =  ����(��� + ��� − ���),         (6) 
де �� , ��  – матриці коефіцієнтів перетворення 
власне елементів, АЗ, ВЗ- матриці зв’язків.  

Апарат графів потоків сигналів. Для пода-
льшого аналізу цього виразу використаємо 
графи мезона та відобразимо графічне зобра-
ження відповідно послідовності(рис. 2): 

<входи елементів>→<перетворення елементів>→ 
→<виходи елементів> 

для чого перепишемо матричне рівняння (4) в  
скалярному вигляді: 

������ + ⋯ +  ����� =  ����� + ⋯ +  ����� ,����� + ⋯ +  ����� =  ����� + ⋯ +  ����� ,… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … .����� + ⋯ +  ����� =  ����� + ⋯ +  �����.  
Відповідно до цього приведемо систему рів-
нянь (6)до скалярного вигляду: 

� �� =  �����[(����� + ���) − ���],… … … … … … … … … … … … … … … …�� =  �����[( ��� �� + ���) − ���],  ,(7) 

де позначено ��� = (����� + ⋯ + �����),             ��� =  ����� + ⋯ +  �����,         ��� = ����� + ⋯ + �����, ��� = ����� + (����� + ⋯ +  ��������). 

 
Рис. 2. Граф-схема сукупності з’єднаних елементів 
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Рівняння алгебраїчно розв’язані відносно 
своєї головної змінної з виділенням відпо-
відного перетворення ��� ,в круглих дужках ві-
дображують зв’язки елементів як на входах, так 
і виходах. В квадратних дужках показано 
зв’язки на входах та виходах кожного із елеме-
нтів. При більш уважному розгляді граф-схеми 
та виразу (7) приходимо до висновку, що для 
опису системи: 

<входи> <елементи> <виходи> 

необхідно іще додати опис з’єднань елементів 
відповідно на їх входах та виходах: �� =  ����� ,     �� =  ����� ,     (8) �� =  ����(���� + ���� − ����) (9) 
(причому часто це можуть бути одиничні мат-
риці). 
Можливо на графах також відобразити 

використання методу отримання рівняння вхід–
вихід системи, приводячи до виходу як вхідні,  
так і системні зв’язки, які дозволяють отримати 
опис системи як перетворення входу системи в 
її вихід. 
Розглядаючи рис. 2, девідображені точки 

алгебраїчнихсум, а саме: 
• суми зв’язків на входах елементів; 
• суми зворотніх зв’язків виходів; 
• загальні суми на вході перетворення 

елементів, як прямихуі, так і зворотніх  
хі зв’язків,бачимо, щорівняння перетворення 
елементів можливо записати, використовуючи 
закон вузла, а саме: 
сума виходів вузла дорівнює сумі його входів,  
тобто алгебраїчна сума сигналів вузла 
дорівнює нулю  (∑ �� = 0). 

В результаті отримуємо знову 
компактний вигляд матричного опису – моделі 
системи, відомий як опис Р,V, H – структур [5]: �� = ����� , � �� = ���,�� =  ���  ��.(10) 

Таким чином, отримавши результати та 
оцінивши їх відповідно до критеріальних 
системних оцінок на базі розрахунків, ми маємо 
можливість в якості параметрів використати не 
тільки значення коефіцієнтів перетворень 
елементів, а  також їхні структурні зв’язки. 

Інколи це змушує повернутись на 
початковий етап синтезу структури системи 
(конструювання). І взагалі це призводить до 
використання т.н. структурних перетворень на 
базі структурованих описів елементів.Для того, 
щоб оцінити якість характеристик системи на 
першому етапі, необхідно оцінити як 
параметричні змінні – коефіцієнти елементів, а 
також –зв’язки між ними. Доречі, відсутність в 
кожному рівнянні «свого» зворотного зв’язку 
вописі елементів може свідчити про те, що 
елементи, в свою чергу, є також з’єднанням, 
наприклад, використанням внутрішнього 
зворотнього звязку, який дозволяє розподілити 
перетворенняпараметрів елементів 
відповіднояк між прямими, так і зворотніми 
зв’язками.В кожному окремому 
випадкувизначається дослідникомз метою 
досягнення оптимальних системних 
характеристик [6, 7]. 

Системний аналіз основних структурних 
з’єднань. Задачі структурних з’єднань входять 
до класу структурних змін в системі, які 
можуть бути викоистані для корегування 
системних характеристик входу-
виходу.Покажемо це з використанням 
структурної схеми моделі системи  для опису 
виходів відповідно додвох елементів як 
залежностей (рис. 3): 

 �  �� =  ��� ��� ��� ��� ��� �������� ������� ,  �� =  ��� ��� ��� ��� ��� ��������� ������ . (11) 

 
Ці функціональні залежності дають 

можливості досліджувати процеси в системі 
автономно в кожному каналі:          ��  =  ��( ��,��),      ��  =  ��( ��,��). 

Структурний опис основних з’єднань 
елементів (паралельного, послідовного, 
зворотно-паралельного). З точку зору 
структурних зєднань двох елементів описшемо 
всі їх види. 
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Рис. 3.  Граф-схема системи як мережі зв’язаних елементів

Паралельне з’єднання (рис. 4). Відповідно 
паралельне з’єднання двох елементів на почат-
ковому етапі можливо сформулювати вербаль-
ний алгоритм з’єднання: 

1. На входах кожного із елементів прирівняти їх 
відповідно між собою та системним входом. 

2. Виходи елементів з’єднуються між собою 
та системним виходом. 

3.  Зв’язки, описуємо  як незалежні.  
 

 
Рис. 4. Граф-схема паралельного з’єднання  
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Тоді можливо вищесказане записати дета-
льно відповідно як в скалярному: ��=Е�����,      ��=��=��, ��=Е�����,    �с=��+��  
та в матричному вигляді: � Е� 00  Е�� ������ = �1  0 1  0 � ���с��с�,    � ��с ��с� = ��   ��   �� ������.           (12)  

Використовуючи топологічні властивості 
матриць при елементному описі можна форму-
вати відповідні т.н. вхідні та вихідні матриці, а 
також матриці перетворення елементів. Виклю-
чаючи при цьому проміжні змінні (тобто 
розв’язуючи цю систему алгебраїчних рівнянь), 
отримаємо рівняння вхід-вихід системи: (Е� + Е�)�с= ��. 

Послідовне з’єднання. На вербальному рівні 
формулюється наступним чином (рис. 5). 

1. Вхід першого  елемента з’єднується 
з системним входом, а другого – з 
виходом першого. 

2. Вихід другого елемента з’єднується 
з системним виходом. 
 

 
Рис. 5. Граф-схема послідовного з’єднання 
 
Опишемо це з’єднання як систему поелеме-

нтного опису (елементи і зв’язки окремо): ��=Е�����,      ��=�с,     ��=��, ��=Е�����,    �с=��.      
або в матричному вигляді: � Е� 00  Е�� ������ = �1  0 0  0 � ���с��с�,    � ��с ��с� = ��   ��   �� ������.(13) 

Виключаючи при цьому проміжні змінні (тобто 
розв’язуючи цю систему алгебраїчних рівнянь), 
отримаємо рівняння вхід-вихід системи: (Е� ∗ Е�)�с= ��. 

Зворотно-паралельне з’єднання(рис. 6). 
На вербальному рівні запишеться: 

1. На вхід першого елемента – подаються 
два входи (через суматор) – зовнішній (си-
стемний) і внутрішній (вихід другого еле-
мента чи елементів). 

2. На вхід другого елемента подається вихід 
першого. 

3. На системний вихід подається вихід 2-го 
елемента. 
 

 
Рис.6. Граф-схема зворотно-паралельного 

з’єднання 
 
Опишемо це з’єднання: ��=Е�����,   ��=�� + �с,   ��=��, ��=Е�����,   �с=��. 

або в матричному вигляді: 
 � Е� 00  Е�� ������ = �1  0 0  0 � ���с��с� + �0  1 0  0� ������,    � ��с ��с� = ��   ��   �� ������.(14) 
 
Ця сукупність з’єднаних елементів є системним 
з’єднанням. Якщо виключити проміжні змінні, 
отримуємо вхід-вихід системи: �Е� Е� − 1� �� = Е� Е����с. 

Маючи структуровані перетворення  вхід-
вихід, переходимо до системних представлень 
того чи іншого виду з’єднання, а саме: ��X=�  �Y,                   (15) 
де А�=(А, В),В�=�А �   В��. 

Таким чином, ми знову отримуємо матрич-
не рівняння виду: 

А  Х  =  В  У, 
яке по формі відповідає (4). 

На цьому етапі мова практично зводиться 
до одного елементу, тільки його вид описанню 
по відношенню до початкового буде структу-
ровано з використання матриць �і В. 

Можливі наступні дослідження функціону-
вання системи, змінюючи як значення парамет-
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рів матриць, так і  структурних зв’язків, вико-
ристовуючи їх для досягнення бажаних систе-
мних показників (6,7). 

Відомо (за А.Г. Івахненком), що між харак-
теристиками елементів прямих і зворотних  
зв’язків існує залежність типу N→S (тобто 
елемент прямого зв’язку є оберненим зворот-
ному зв’язку). 

Підводячи підсумки, можна зробити на-
ступне зауваження.  

Зауваження. 
1. Як бачимо, в основі досліджень лежать 

методи розв’язку систем алгебраїчних або 
матричних рівнянь. Вважаючи, що на сьо-
годні є достатні комп’ютерні програми, які 
дозволяють їх розв’язувати як в числовому, 
так і в функціональному вигляді, можливо 
використовувати елементи матриці як па-
раметри[8]. 

2. Задаючи бажані системні характеристики, 
можливо розв’язувати задачі як структур-
ного, так і параметричного синтезу, розг-
лядаючи модель системи як мережі 
зв’язаних елементів. 
Структурно-параметричний метод коре-

кції системних характеристик. 
Використання структурних перетворень для 

розвитку методу синтезу оптимальних характе-
ристик вхід-вихід системи чи забезпечення 
інших системних властивостей (наприклад, 
автономності каналів, інваріантності відносно 
зовнішніх впливів, нечутливості відносно па-
раметричних змін або традиційної стійкості 
станів). Нижче розглянемо підхід до викорис-
тання методу параметричного синтезу.  

Нехай на перших етапах проектування 
отримано об’єкт з відповідними характеристи-
ками  вхід-вихід: Е� ��= ��,  �� = �� ± �,  
де �� –вихід, �� –вхід, Е�  – перетворення 
об’єкта як системи, �с – бажана вихідна харак-
теристика системи. 

Виникає задача скоригувати перетворення 
системи, добавивши до елемента Е0 інший еле-
мент Е� , використовуючи один із видів 
з’єднання (паралельне, послідовне або зворот-
но-паралельне) . 

Паралельне з’єднання. Опишемо це 
з’єднання як систему поелементного опису 
(елементи і зв’язки окремо): 

 ��=Е�����,��=��=��, 

��=Е�����,  �с=��+��. 
Виключаючи при цьому проміжні змінні (тобто 
розв’язуючи цю систему алгебраїчних рівнянь), 
отримаємо рівняння вхід-вихід системи: �Е� + Е���с= ��. 
Використовуючи критеріальну залежність  � = [� = �с-��=>Ø], 
отримаємо �Е��� + Е������−Е�����= 0, 
звідки       Е����с =Е���(��−��), 
або  Е��� = Е��� (�����)�с . 

Послідовне з’єднання. Опишемо це 
з’єднання як систему поелементного опису 
(елементи і зв’язки окремо): ��=Е�����,      ��=��,  ����� ��=Е�����,    �с=��. 
Виключаючи при цьому проміжні змінні (тобто 
розв’язуючи цю систему алгебраїчних рівнянь), 
отримаємо рівняння вхід-вихід системи: �Е� ∗ Е���с= ��. 
Використовуючи критеріальну залежність  � = [� = �с-��=>Ø], 
отримаємо �Е��� ∗ Е������−Е�����= 0, 
звідки Е��� = Е��� �� �с � . 

Зворотне паралельне з’єднання. Опишемо 
це з’єднання  ��=Е�����,  �� = �� + ��, ��=Е�����,�с=��, 

ця сукупність з’єднаних елементів є систе-
мою. Якщо виключити проміжні змінні, отри-
муємо Е��� = �Е���Е��� − 1��� Е����с� . 

Основні висновки.  
Проведений системний аналіз відомого ма-

тричного рівняння поелементного математич-
ного опису лінійної статичної системи дає мо-
жливість порівняти його з відомим графічним 
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представленням у вигляді графів потоків сиг-
налів (графів Мезона), по якому досить нагляд-
но можна використати т.н. вербальне представ-
лення про елементарні типи з’єднання – пара-
лельного, послідовного та зворотно-
паралельного.  

Відносно зворотного переходу до матрич-
ного опису існує можливість використати відо-
мий перший закон Кірхгофа про вузол потоків 
сигналів (аналогічного закону про алгебраїчно-
го суму струмів вузла) – вона повинна дорів-
нювати нулю, тобто, як наслідок – існує рів-
ність між тим, що надходить до вузла і тим, що 
виходить із нього. 

В подальшому такий структурований опис 
дає можливість використати його для т.н. струк-
турного – параметричного  синтезу по критерію 
оптимальності, інваріантності та автономності.  

В подальшому можливе використання про-
грамно-методичних комплексів для алгоритмі-
зації процесів пошуку оптимальних характери-
стик. 
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SYSTEM ANALYSIS OF PROCESSES AND MODELS.LINEAR STATISTICS. 

 
The approach to the creation of a kind of language communication researcher technical systems 

with a computer using standardized mathematical (matrix) describing mutual relations, which allows you 
to create static model of linear systems. When the device is used tools graph theory flow signals. 

Consider creating technology and research systems as networks of connected elements, where net-
work communication is defined as a structure. 

Key words: element, system,  model, task, count signal flows, analysis and systematic approach. 
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